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2 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Consideraciones gener ales sobr e sefales
Definicion

Es todo aquello que contiene informacion acerca de la naturaleza o e comportamiento
de alguin fendmeno fisico (el ectromagnético, aclistico, mecanico, bioldgico, etcétera).

Una sefial se representa matemati camente por medio de unafuncién
gue depende de una o mas variables independientes.

Sefiales discretasy continuas

Senales discretas Sefales continuas

L as variables independientes L as variables independientes son continuas
solo pueden tomar conjuntos restringidos  (pueden tomar cualquier valor real).
devalores.

L as funciones representativas L as funciones representativas estan definidas
s0lo estan definidas para sucesiones continuas
paralosvaores posibles de las variables. de las variables independientes.
Ejemplo Ejemplo
f(n)‘ f(X)A
2 + X \2
1+ X X 1 \
—t— I R ——— —t—
-3 -2 -1 1 2 3 n -3 -2 -1 1N\2 3 X
X X-1+ -1+
X -2+ -2+
f(n)=Kse‘(r|‘\l),n=O,il,¢2, f(x)=ax+b
K=V2,N=4 a=-1b=1
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 3

Condiciones de estudio

Se considerardn Unicamente sefial es (magnitudes) el ectromagnéticas.
-Fundamentales: corriente, tension.
-Derivada de las fundamentales: potencia.

Se considerard una sola variable independiente (el tiempo, t).
L as magnitudes el ectromagnéticas pueden variar sdlo en funcién del tiempo.

Se consideraran unicamente sefia es continuas (no sefiales discretas).
No deben confundirse las distintas interpretaci ones de sefal es continuas.
-Sefiales continuas: las que se definieron en €l apartado anterior.
-Sefiales continuas en e tiempo: sefia es continuas que tienen e mismo valor
en cualquier instante.

Transformaciones de la variable independiente

Tipo Formulacion Representacion grafica
matematica
A X(t)
Sefidl origina X(t) N _
t, N ts t
to
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Tipo Formulacion Representacion grafica
matematica
©>0s tx(tt)
Desplazamiento t,: constante real N |
P tp < 0s, adelanto | -
tradacion 0 ’ =
( ) ty > 0s, retraso titlo N h t3+ty t
x(at)
X(at)
Escalado O\ _
o constante real ty/o ./ /o t
2 (1
AX(_t)
., 0
Inversion x(4) W _
(reflexion) 13 -t ot
_t2
Linea general a<0 t;>0s *x(at-ty)
: |
Desplazamiento
segun t, | tOor 0 tzz;to
x(at - to) S s N 3
Escalado ty*o |
y reflexion o o
segln o
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 5

Sefiales periodicas

X(t) periddica < 3 T(real) > 0 tal que x(t) = x(t+T) Vt
A T se le denomina periodo.
Una sefial no periddica se denomina aperiodica.

A X(t)

Ejemplo de J\ J\ AETZ\ - Ji

sefial periddica \ | \/ E
\

Si X(t) es periodica de periodo T, también lo es de periodo mT,
siendo m cualquier nimero natural.

Se denomina periodo fundamental a valor mas pequefio (T,)
parael que se cumple lacondicion de periodicidad.
Representa el tiempo minimo que tarda en repetirse la sefidl.

Se denomina frecuencia fundamental a
fo=-L [Hz, s, cicoss]
TO

Representa el nimero de veces que se repite la sefid en cada unidad de tiempo.

No tiene sentido hablar de periodo cuando x(t) = constante V1.
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Sefales pares e impares

X(t) par < x(-t) = x(t) Vt X(t) impar < x(-t) = -x(t) Vt

Ejemplo Ejemplo
Ax(t) A)((t)
N AN
-\ - . A WAS -
V [N Y w— Voo
Partepar  x,(t) = Par{x(9) = X0 XY vx()

Parte impar X;(t) = Impar{x(t)} = x(t)2x(t) X(t) = x,(t) +x;(0)

Energiay potencia

Magnitud Intervalo [t,, t,] Intervalo infinito

ty T o
Energia de la sefial E= J ()]t E_= Iim[Teoo]J ()| dt = J Ix(t)|dlt
ty X o

T
) ) tr
Potenciamedia
de lasefid PEt 1tJ IX(t)| >t
27 M)y,

T

M T—soo] 1 2
P_ = lim[T—o] ZTJ_T NOR

Dpto. Teoriade la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase

Funciones matematicas deinterés

pararepresentar senales

Funcion exponencial compleja (formulacion general)

Esta definida por la expresion

X(t) = Ae®, siendo A y s dos nimeros complejos

j=1-1 unidad de los nimeros imaginarios
A = |Ajei® representacion polar
S=o+jwg representacion cartesiana

ejot =

X(t) = Aest = |Aleife(o *+jod) = |Aleotel(@dt +0) = |Aleocos(wt + 6) + jsen(wt + 6)]

cos(a) +jsen(a)  relacion de Euler

Re{x(t)} =|Aletcos(wt + 6)

Exponenciales crecientes

0>0,06=0

AN

-~ 7

'Re{ x(t)}

Im{x(t)} =|Ale“tsen(wt + 6)

Exponenciales amortiguadas

0<0,06=0

AL

S

'Re{x(t)}

~+ Y

\TO/\ [
N

RCEs AV

6>0,0=0 fIm{x()}

~—— -

TO
\/

\/\/

N 7
/

\J A T

;

6<0,0=0 lIm{x(®)}

A

)

AN ————

~V

P VA

—+ ¥

A
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8 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Funcidon exponencial complega

Esta definida por la expresion x(t) = Aest, siendo
A =|Alei?, s=jwt

X(t) = Aest =|Alelbeloot =|A[[cos(wgt +¢) + jsen(wgt +¢)]
Re{x(t)} =|Alcos(mt +¢) Im{x(t)} =[Alsen(ot +¢)

Se dice que un conjunto de funciones exponenciaes complegas
estan rel acionadas armonicamente cuando sus periodos son submultiplos de uno dado,
que es €l periodo fundamental (T ).

Armonico de orden k (entero)

X, (t) _ _ _ T
Exponencial complejade periodo T, = 0

Dpto. Teoriade la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 9

Funcion cosenoidal (sinusoidal)
Funcion periodicade laforma

X(t) = Acos(wyt + ¢) = Aser(wot +¢+ g) A(real) >0, ¢ real, w, = 2nf, fy = Tl
0
A <0 = x(t) =|Alcos(wgt + ¢"), ' = = 7

AL
2 A (>0), |A| (A < 0): amplitud

\ [ /\ / \ A / T, periodo fundamental [s]

. " fo: frecuenciafundamental [Hz, s]
A \ / w,: frecuenciaangular [rad/s]
‘L/ \/ L To\ ¢: fase [rad]

Obsérvese que

Acos(wgt) = X(t) = Xy(t) + X;(t)
_ X(t) + x(-t) _ Acos(wt) + Acos(-wt)

Par{x(0} = x,(0)

2 2
_ o rny = X - X(-t) _ Acos(w ) - Acos(-w )
Impar{x(t)} =x;(t 5 5
Tradacion
de lavariable independiente ot .
(wot) = (¢t + ¢) = | x(t) = Acos(mgt + ¢) =A@ ; elodedd)
Relacion de Euler = ARg{ eliwot + ¢)}

A =|Alg® = x(t) = Re[ Aeivo}
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10 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Funcion exponencial real
Esta definida por la expresion x(t) = Aeot, siendo A y o nUmeros reales

A>0,0>0 tx(t)

tx) A>00<0
A\/ \/A

0 t

~ Vv

'x() A<0,0>0 'x®) A<0,0<0

0 t

/A T[
\ 2//—
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 11

Otrasfunciones

Nombre Expresion Representacion gréafica
fsgn(t)
1
_ sgn(t) =-1Vi<O 0
signo -
g sgn(t) =1Vt>0 t
-1
4.
1 [sinc(t)
-3 1, 1
: ity — Sen(at) \r\ \ﬁ N /\/3 t
snc sinc(t) ==
0= =oAL 0 U
a>0 fro)
a- — =
rf)=0Vt<O0 E
rampa 0 1

rt)=a VvVt>0, ared
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12 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Nombre Expresion Representacion grafica
Pt
P,()=0VtLfi=t, )
pulso 1
tiangular  p () =1- Byey 1<t _ .
Lo o 0 ty t
ty(real) >0
1 A PH(t)
. PL(t) = OVt L[> 1, e
rectangular  p )= 1Vt L[t <t, .
t, (real) > 0 o 0 b t
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 13

Funciones escalon eimpulso
Funcidn escalon unitario

Representacion gréafica

For mulacion Definicion
A
u(t)
OVt<O 1
u(t) 1Vi>0 R
0 t
ut-t) t,>0
R
0 ty t
OVt<t A
u(t - to) 0 1 [ult-1) %<0
1Vt>t, |
t, 0 t
1 fu-) >0
0 to t
1Vt<t,
u(ty - ©)
OVt>t, u(ty - t) tp<O
- -1
‘ »
t 0] t

0
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14 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Funcidon impulso unitario

Calculo dela derivada de la funcion escalon unitario

Se define una aproximacion  En lafuncion derivada, Laderivadaes

lineal alafuncion escalon. a) Laduracion tiende a 0. lafuncién impulso unitario

Laaproximacion seexpresa  b) Laamplitud tiendeac.  (deltade Dirac).

en términos de un pardmetro c) El area comprendida entre

(¢) que puede hacerse tan lafunciony € ge de abscisas

préximo a0 como sedesee.  se mantiene constante
cuando ¢ tiende a 0.

o(t) =lim dlé(t) parag — O

u(t) s du(t) 4
1 \dt ()
2¢
1 - — — 1
05—/ | | |
/ * .
-¢ 0 ¢ t 0 e t 0 t
X(t) X(t)
K K (rea) >0 ty(real) >0
0 T 0 4 t
Escalado de ladeltade Dirac Desplazamiento de ladeltade Dirac
X(t) = Ka(t) X(t) = 8(t - tp)

Dpto. Teoriade la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 15

Propiedades de la delta de Dirac

Definicion matemética f d()dt=1,0(t) =0Vt=0

t 0 )
Relacion u®:J6mm:Jéﬁﬂmb:Jéa%M0
con lafuncién escalén unitario 0 -0 0

Propiedad de desplazamiento f(t)d(t - t)dt = f(ty)
(f(t) escontinuaenty) 0

f@szmapﬂm

Funcion par o(t) = 8(-1)
fOS() =f(0)d()
f(t + t)o(t) = f(ty)o ()
f(t - t)3(t) = f(-t)3(t)

fOS(t - to) = f(to)O(t - to)

Dpto. Teoria de la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



16 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Consideraciones generales sobre sistemas

Es ago susceptible de proporcionar una determinada sefial (sefid de salida)
en respuesta a una sefial (sefal de entrada) aplicada a mismo.

Se consideraran Unicamente sistemas cuyas entradas y salidas son continuas
(no necesariamente constantes).

Repr esentacion X(t) sistema y(® x(t) = y(t
de un sistema continuo entrada continuo salida

| nter conexiones de sistemas

X . y.(H . y(t)
Cascada pe— sistemal sistema Zm
—» Sistema 1y41()>
x(t) @ ()
Paralelo entrada salida
_ x(t) dgemay YD sdida
Redlimentado entrada >
W sistema2<«—

Ejemplo de sistema realimentado

®|(t) l LC l -&) ' @ 1)), vo- 1 'c()dr (1)
v

‘7 |C(t) IR(t) R - - IR (t) () = V(t) E—

Dpto. Teoriade la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 17

Sistemas estables

Ejemplo de sistema estable Ejemplo de sistema inestable
Un sistemaes estable
x(t)

S para unaentrada limitada .
|asalidatambién eslimitada vy v(o
y no diverge. x(t) T

Sistemas invertibles einver sos

Paraun sstemainvertible

Un sstemaesinvertible Dadaunasalida, hay un sistemainverso
S entradas distintas => es posible deducir => (ue, conectado en cascada
producen salidas distintas.  la entrada que la provoco. con aquél, produce

una salidaigual asu entrada.

X(t) _ y() _ Z(t) = x(t)
entrada Y(t? =ax(t) —— y() = (Lax(O) — iga "
sistema sistema

invertible Inverso

Sistemas con y Sih memoria

Sistema sin memoria Sistema con memoria
Lasalidaparacadavaor delavariable Incorpora algiin mecanismo que almacena
independiente es funcién exclusvamente informacion sobre valores de la entrada
del valor de laentrada paradicho valor correspondientes a distintos valores
delavariadle. de lavariable independiente.

Ejemplo Ejemplo

t
Capacidad: v(t) —(1:J i(t)d

-0

Resstencia: v(t) = Ri(t)

El fendmeno de la memoria estd asociado con procesos de almacenamiento de energia.

Dpto. Teoria de la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



18 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Sistemas causales

Un sistemaes causal s su sdlida para cualquier valor de lavariable independiente
depende Unicamente del valor de la entrada correspondiente adicho valor
(y aotros procedentes).

También se [lamano anticipativo,
yaque lasalidadel sistema no anticipa valores futuros de la entrada.

Ejemplo de sistema causal Ejemplo de sistema no causal

y(t) = x(t - to) y(t) = x(t + 1))

Todos los sistemas Sin memoria son causales.

Sistemas invariantes con € tiempo

Un sistema es invariante con €l tiempo Un sistema es invariante con € tiempo

S su comportamiento y sus caracteristicas <> s un desplazamiento temporal en la entrada

son fijos. ocasiona un desplazamiento temporal
enlasdida

X(t) = X(t - tg) = y4(t) = f[x(t - to)] _ e
y(t) = f[x(1)] y,(t) =y (t - ty) = Sstemainvariante

Yot - tg) = fx(t - tp)]

Dpto. Teoriade la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 19

Sistemas lineales

Un sistemaeslinea s satisface €l principio de superposicion,
gue engloba las propiedades de escalado (homogeneidad) y aditividad.

Sy, (1), y,(1), ... y,(t) son las sdlidas del sistema paralas entradas X, (t), X,(t), ... X,(t)
Y &, &, ... &, SON constantes complgas, e sistemaeslinea s
aXq(t) +ax,(t) + ... + a x,(t) = agy,(t) + ay,(t) + ...+ ay (1)

En un sstemalineal, S la entrada es nula, |a salida también ha de serlo.

Un sistemaincrementalmente lineal es aquél que, sin verificar latltima condicion,
responde linealmente a los cambios en la entrada.

y(t) = 2x(t) + 2no eslinea yaquey(t) = 0 parax(t) =0
pero si esincrementalmente lineal.

y . Yo(t)
Representacion de un sistema
incrementamente lined
utilizando un sistemalineal. X(t) sistema y(t)
entrada lineal sadlida

Dpto. Teoria de la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO



20 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Sistemaslinealesinvariantes con € tiempo
(LTI: linear, time-invariant)

Sistemas que son simultaneamente lineales e invariantes con € tiempo.

Son |os considerados en esta asignatura.

M atemati camente se caracterizan mediante
-Larespuestadd sistema (funcién de ponderacion), h(t), a impulso unitario, 8(t)
(un sistema no lineal no queda completamente caracterizado por esta respuesta).
-Laintegral de convolucion.

Larespuestadel sistemaal impulso unitario eslatransformada inversa de Laplace
delafuncién de transferenciadel sistema, H(S)
(latransformada de Laplace se estudiaraen e capitulo siguiente).

h(t) = L{H(s)}

Integral de convolucion:
Lasdida, y(t), deun sistema LTI correspondiente a una entrada x(t)
esta dada por laintegral de convolucion de la sefia de entrada
y larespuestadel sistemaalafuncion impulso unitario.

y(®) = h(®)*x()

Dpto. Teoriade la Sefial y Comunicaciones. Escuela Técnica Superior de Ing. Telecomunicacion. UNIVERSIDAD DE VIGO
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PropiedadesdelossistemasLTI

Conmutativa

Distributiva

Asociativa

Estabilidad

Invertibilidad

Memoria

Causalidad

x(0* () = h(t)*x (1)

L os papeles de la sefia de entraday larespuesta a impulso unitario

pueden ser intercambiados.

X(€)*[hy (1) + hy(O)] = x(1)*hy (1) + x(1)* (1)
Una conexién en paralelo equivale a un sistema Unico
cuyarespuestaa impulso unitario esigua alasuma
de las respuestas individuales a impulso unitario.

X(©)* [ (O* ()] = [X(0)* hy (O)]* ha(t) = x(0)* hy (£)* ho (1)
Una conexién en cascada equivale a un sistema tinico
cuyarespuestaa impulso unitario esigual alaconvolucion
de las respuestas individuales a impulso unitario.

El sstemaesestable s esintegrable. J h(t)dt < o

S esinvertible

hay un sistemainverso h(t)*h,(t) = o(t)

con respuesta h;(t) a impulso unitario

No tiene memorias h(t) = Ko(t)
h(t) =0Vt=0 K constante
y(t) = Kx(t)
Escausal (!
y@) = | x(x)h(t-T)dt =

h(t) =0 Vt < 0 J

-0

-
heD)X(t - ©)
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22 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Laintegral de convolucion

Definicion

Representaciones de la integral de convolucion

Representacion y(t) = J h(t)x(t - t)dt = = J h(t - T)x(t)dt
matemética B .
Representacion — h(\* () = — y(f)*
Rep@?l]ﬁd O h(t) esconvolucionadacon x(t)  x(t) es convolucionada con h(t)
t t
En circuitos y(t) = | h()x(t-Tt)dt= = | h(t-T)x(r)d
précticos 0 0
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 23

Determinacion grafica de laintegral de convolucion

t t
y(®) =J h(T)x(t - T)de y(®) =f h(t - T)x(r)de
0 0
X(r) h(c)
M A
|

0 fl T, T 0 1

X(-T) h(-r)

M A

|

-ré "31 0 T o 0 T

) h(t - 7)

M A

t-t,
]
0tt, 1t 0o t t
h(t)x(t - ) y(® h(t - t)x(t) y(®)
MA darea MA darea
G A

0 t T o, t v

El &rea comprendida entre lacurvay € ge de abscisas esigua
en las dos Ultimas graficas
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24 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Deter minacion analitica de la integral de convolucion

Entrada X(t) = O parax; st < X, X() =0parat=Xx; yt=X,
Respuesta a <t< - < >
impulSo Unitario h(t) = O parah,; <t < h, h(t) =0Oparat=h,;yt=h,
min(hy, t-x5) min(t-x4, hy)
Sdida y(t) = J X(h(t - T)dt = = J X(t - T)h(t)dt
max (x4, t-hy) max(t-hy, X5)

Lasintegraes de laultimafila son paramétricas,

con limites de integracion dependientes del valor det.

Por tanto, se desdoblardn en dos 0 més seguin € campo de variacion det haga variar
los valores maximo y minimo que definen dichos limites.

Ejemplo
Setratade halar y(t) = h(t)*x(t) (se elige x(t) para desplazarlay reflgarla).

Respuesta Excitacion Excitacion reflgjada
al impulso unitario

h(t)
1 o
0 t
h() =0Vt<0 X() =0Vt=0
h(t)=etVt=0 Xt)=aVtLO=<t=<t,

X =XVtlt =st=t,
Xt)=0Vt=t,
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Analisis de circuitos como sistemas lineales. Trangparencias de clase 25

Se va desplazando la excitacion reflgjada haciala derecha
y sevacalculando laintegral en cada uno de |os diferentes tramos del desplazamiento.

X(t-t)

X Ostst,
t
Tt > = - ot = 4t -
t-t, tt, 0 t t, T y(®) Joa(t T)eTdr =aet +t- 1)
\ t-ty t
_ | . _ . N
t-t, 0 ty t, t t, T y(t) J Xedt J at-rt)edr
0 t-t;
= gt, + et-et]
thb<st=<so
X(t-‘l?) X 5
/ _
—\ t'tl t
| > = -T _ T —
0 tt, t tt t, t= y(t) J Xe d1:+J at - t)edr
t-tp t-t;
=get-ett) + tle-(t—tz)]
N 1 Y(1) Utilizando val ores numéricos puede observarse

que laintegral de convolucion tiene laforma
representada en lafigura adjunta.
Lasalidatiende areproducir la entrada,

pero es deformada por larespuesta

a impulso unitario.
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26 Analisis de circuitos como sistemas lineales. Transparenciasde clase

Memoriay funcion de ponderacion de un circuito

Reflgar y dedlizar lafuncion de excitacion (de un circuito)
alo largo de una escala de tiempos equival e a desplazarse desde €l futuro hacia € pasado.

presente

t-t, t, 0 t t, T

En laintegral de convolucion, larespuesta (del circuito) a impulso unitario

pondera la excitacién de acuerdo con los valores presentes y pasados,

proporcionando menos peso alos pasados que a los presentes.

El circuito retiene cada vez menos informacion acerca de anteriores valores de entrada,
y lasalida se aproxima répidamente a valor presente de la excitacion.

Lafuncion de ponderacion determinala cantidad de memoria que tiene € circuito.
Lamemoriaes el grado con el que larespuestadel circuito se gjusta ala entrada.

+h(t) h(t)
K K
0 t 0 [
Memoria perfecta Sin memoria
(proporcionaigual peso atodoslos valores (no proporciona ningiin peso
de la excitacion, presentesy pasados). alosvalores pasados de la excitacion).

Cuanta mas memoriatenga un circuito,
mas diferentes serén las funciones representativas de la excitacion y la salida.
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