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Tema VII:
Transformacion de Fourier

Relaciones basicas
Series de Fourier
Transformacion de Fourier

@ La transformacion de Fourier permite tratar senales en el dominio del tiempo
mediante analisis en el dominio de la frecuencia.

@ Las senales periddicas en el dominio del tiempo se transforman en sumas
(series de Fourier) de sefales sinusoidales de distintas frecuencias.

@ Las senales no periddicas en el tiempo se transforman en un conjunto
de senales cuyas frecuencias cubren un espectro continuo
(transformacion de Fourier).
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La transformacion de Laplace permite tratar cualquier sefial en el dominio del tiempo
mediante la formulacién de dicha sefial en el dominio complejo. Alternativamente, la
transformacién de Fourier expresa cualquier sefial formulada en el dominio del
tiempo como una combinacién de sefiales sinusoidales.

Una vez obtenida esta combinaciéon, cada una de las sefiales individuales puede ser
tratada de acuerdo con lo expuesto al hablar del régimen sinusoidal permanente. La
aplicacion del principio de superposiciéon permite considerar la sefial en su totalidad.
Finalmente, mediante la transformaciéon inversa es posible obtener la respuesta de
un circuito en el dominio del tiempo.

Con este planteamiento se distinguen dos tipos de sefales en el dominio del tiempo.
Las senales periédicas son tratadas con ayuda de las series de Fourier, mientras que
las que varian con el tiempo de forma no peridédica son objeto de consideracién con
ayuda de la transformacion de Fourier propiamente dicha.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) fue un matematico y fisico francés,
conocido fundamentalmente por el desarrollo de funciones peridédicas en series
trigonomeétricas; con este planteamiento consigui6é resolver la ecuacion del calor.
También fue el primero en dar una explicacion cientifica al efecto invernadero.
Véase, por ejemplo, http://es.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier.
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Posibles formas de analizar un circuito

Relagones Respuesta en el dominio
funcionales

Transformacion del tiempo

de Laplace .
Kirchhoff Transformacién

inversa
Mallas/nudos
Senal variable , Suma de senales AN Respuesta
con el tiempo en el dominio s\ AW ‘ en el dominio s
) Procedimiento
; convencional

Superposicion

Senal variable _, Suma de senales N\ Respuesta
con el tiempo sinusoidales en el dominio w
Transformacion ol
. . _ inversa
senales Series Senales v
eriodicas i 3 ..
P de Fourier continuas Senales Respuesta en el dominio
» continuas del tiempo
senales  Transformacion Fasores
no periodicas de Fourier Fasores

!

Senales en el dominio del tiempo
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En la realidad una senal que varia con el tiempo es aplicada a un circuito y se desea
determinar la funcion temporal (respuesta) que representa la variacion de la salida
con el tiempo. La diapositiva resume las distintas posibilidades.

1. Seiiales continuas o sinusoidales. Pueden aplicarse directamente las reglas del
analisis convencional de circuitos (utilizandose los fasores como paso intermedio
en el caso de senales sinusoidales). Recuérdese que una senal continua es una
sefial que varia con el tiempo de una forma particular (permanece constante) y
que una sefal sinusoidal ya es directamente una sefal variable (de acuerdo con
la funcién cos) con el tiempo.

2. Cualquier seiial (incluyendo continuas o sinusoidales). Podemos utilizar la
transformacién de Laplace o la de Fourier. La primera exige pasar la senal al
dominio sy, una vez en él, aplicar los procedimientos convencionales de analisis
de circuitos; se obtiene asi la respuesta en el dominio s. La segunda exige pasar
la sefal al dominio de la frecuencia y aplicar a continuacién los procedimientos
convencionales de analisis de circuitos en régimen sinusoidal permanente;
dependiendo de si las senales temporales son periédicas o no, el paso al dominio
de la frecuencia se realiza de una forma u otra. Obtenidas las respuestas (en el
dominio s en el caso de utilizar la transformacion de Laplace, en el dominio de la
frecuencia en el caso de utilizar la transformacion de Fourier), se vuelve al
dominio temporal utilizando las correspondientes transformaciones inversas.
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Procedimiento general de analisis
mediante series/transformacion de Fourier

Senal Transformacion
en el dominio de Laplace
del tiempo Fasores s = jo
v
i Procedimientos
v .
F . convencionales
No peri6dica Periodica
! ' '
v
L X Fasores Respuesta
Transformacion Series o X
. > (respuesta) en el dominio s (jw)
de Fourier de Fourier
! '
y I
Transformacién inversa
de Laplace
Combinacion de sefnales sinusoidales
en el dominio del tiempo \ y
v
Respuesta
v en el dominio
Transformacién del tiempo
de Laplace v
s = jo Fasores
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La diapositiva muestra el procedimiento general que se aplica al analisis de circuitos
sometidos a senales variables con el tiempo con ayuda de las series o la
transformacién de Fourier.

En lo que sigue se detallan los aspectos particulares de las series y la transformacion
de Fourier. Otros se suponen ya conocidos, como la forma de realizar la
transformacion de Laplace o la utilizacion de los procedimientos convencionales para
determinar la respuesta de un circuito.

Queda a cargo del lector decidir cual de las dos ramas mostradas en la diapositiva
hay que aplicar en cada caso concreto.
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Series de Fourier

Transformacion de cualquier senial periddica
en suma de funciones sinusoidales (desarrollo en serie)

Funcion periodica

Una funcion temporal es periodica si se cumple f(t) = f(t + kT,)

k: nimero entero.

T,: periodo de la funcién.

gy = 21/ Ty frecuencia angular fundamental.
koy: frecuencia angular del armonico de orden k.

Forma trigonomeétrica de la serie de Fourier Valor efica? (rms) de una funcién periédica
* ‘ 2
f(t)=a, + Y[ay cos(kmyt) + bysen(km,t | - =[A | = 2
(t) Zlay coslikqt) + bysen(iug)] Frmf'ahz(fk) - lc2 23y
\j k=1\V2 \1 k=1

Forma trigonométrica alternativa de la serie de Fourier Potencia media en funciones periodicas

f(t)=a, + 3 Ay coskogt - gy) v(t)=ay, + 3 Ay, cos(kogt - @)
k-1 kel

it)=a, + 3 Ay cos(koot - ¢y
Forma exponencial de la serie de Fourier ®)=au P (oot = @)

f(t)= SC et P-a,ay;+ 3
k=- k=1

g CoS((ry ~ Pii)

Los desarrollos en serie deben truncarse, causando un error tanto mayor cuanto menor
sea el numero de términos retenidos.
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La diapositiva recoge la definicién de funcién que varia periédicamente con el tiempo.
Se trata de la misma definicion que se ha utilizado anteriormente en otros temas.

Cuando k=1 se tiene la sefial que suele denominarse serial de frecuencia fundamental
o, abreviadamente, serial fundamental o incluso fundamental. Para valores de k
superiores a la unidad se tienen las seriales arménicas de la fundamental, o los
armoénicos. Se denomina orden del arménico al valor de k que caracteriza una senal
dada. Teniendo en cuenta estas definiciones, una sefal periédica puede expresarse
como la suma de una componente continua (el término en el que no hay una
dependencia explicita del tiempo), la sefial fundamental y los armonicos de la
fundamental.

Como puede verse en la parte izquierda de la diapositiva, consideraremos tres
posibles formas de expresar un desarrollo en serie de Fourier. Una funcion periédica
puede caracterizarse utilizando cualquiera de las tres expresiones posibles; en la
tercera la componente continua es aquello a lo que queda reducida la expresion
cuando k=0. El lector puede elegir a su conveniencia la expresion que desee utilizar
en cada momento.

En la parte derecha se muestran (arriba) la relacién entre los coeficientes del
desarrollo en serie y el valor eficaz de la funcién, y la expresion (abajo) que permite
calcular la potencia media de una funcién periédica. Obsérvese que los distintos
productos afectados por el sumatorio son los asociados a un mismo armoénico, tanto
en la corriente como en la tensién; en otras palabras, no hay productos de
armonicos de distinto orden.

154



UVigo / E. Ing. Telecomunicacion / Analisis de circuitos lineales / Tema VII: Transformacion de Fourier 155
valor medio en un periodo Serles de FOUI’ICI‘
componente continua . .
(compe ) Coeficientes de Fourier
1 +
‘a, = e "f(t)dt
T to [2 12
gt Ay =+aj + bi A
ay = f '£(t) cos (kmot)dt = b = C, ="k
To t, ¢y = arctg| —* 2 ,oq,
2t Ak
— f f(t)sen(k(uot)dt
0 l
instante
. 4 A
cualquiera
T .
0 b To
| . R
funcion funcién
de simetria par de simetria impar
f(t) = f(-t) f(t) = - f(-1)
2 To/2
a, = ? J f(t)dt a, =0
0o 0
4 ngs 2 20 (%K)
a, =— [ f(t)cos(km,t)dt 4 To/2
To o by = = I f(t)sen(kmyt)dt
by = 0 (Vk) 00
Dpto. Teoria de la Sefial y Comunicaciones / enrique.sanchez@uvigo.es / www.webs.uvigo.es

En la parte superior izquierda de la diapositiva se indica como obtener los
coeficientes (coeficientes de Fourier) que figuran en la forma trigonométrica de la
serie de Fourier. El limite inferior de las integrales puede ser cualquier instante en el
que esté definida la funcién periédica cuyo desarrollo en serie se pretende obtener;
es muy habitual, pero no obligatorio, elegir t,=0 s. El limite superior es un instante
que esta separado del correspondiente al limite inferior por un intervalo igual al
periodo de la funcién. Obsérvese que la definicién del coeficiente a, (la componente
continua) corresponde a la definicién del valor medio de la funcién en un periodo,
por lo cual puede ser calculado por este procedimiento, sin recurrir a la integral.

Para el coeficiente A, se toma siempre el valor positivo de la raiz. Obsérvese que el
coeficiente C, define un fasor.

Al tratar con funciones que, ademas de ser periédicas, presentan cierto tipo de
simetria, el calculo de los coeficientes se simplifica. En la parte inferior de la
diapositiva se muestran los casos mas sencillos de simetria (par e impar). Obsérvese
que una funcién dada puede ser tratada como par o impar dependiendo de donde se
elija el origen de tiempos. Las expresiones matematicas que definen las series en uno
y otro caso son distintas, pero los calculos realizados a partir de ellas conducen
siempre a resultados idénticos.
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Series de Fourier

Algunas integrales (J. W. Nilsson)

[xe™dx - (ax-1) fsen?(ax)x - X - Seni22)
a a
[ x2edx = e™ (@22 - 2ax + 2) J cos?(ax)dx = X, sen(2ax)
a’ 27 4a
b
[ zsenfax)z = sen(;ix) _ x[cos(ax)] }Sen'ax] - |2 (a>0)
- a 0 X T
-3 (a<0)
J xcosfax)dx = &8 ax) | x[sen(ax)] dx  arctg(x/a)
Ca? a Zra’ a
[ x2sen(ax)dx = 2x[sen(ax)] _ (a%x? - 2)[cos(ax)] dx _ X, arctg(x /a)
a? a® x?+a%? 2a%[x?+a’® a
[ % cos(ax)dx - 2XICO§(8XH + o - 2)3[SEn(ax)] [ e™sen(bx)dx = w
a a a“+b
[ sen(ax)sen(bx)dx - Se;‘[{("“ ‘;’)”" - Se‘;ﬁ‘a + ;’)"‘] (a2 = b?) fe™ cos(bx)dx = & 12.c0s(bX) + bsen(bx)]
a- a+ aZ+ b2
| cos(ax)cos(bx)dx = sen[(a - b)x] . sen[(a + b)x] (32 . b2i feaxsenz(bx)dx _ e**[(asen(bx) - 2b cos(bx))sen(bx) + (2b2 /a)]
2(a-b) 2(a +b) a2 4 4b2
J sen(ax)cos(bx)dx = cos|(a - bjx] _ cos|(a + b)x] (a2 # b?) | [e™ cos?(bx)dx = e™[(a cos(bx) + 2bsen(bx))cos(bx) + (2b? /a)]
2(a-b) 2(a +b) a2+ 4b2
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Esta diapositiva y la siguiente recogen algunas de las integrales que aparecen
habitualmente en los calculos de los coeficientes de Fourier.

156



UVigo / E. Ing. Telecomunicacion / Analisis de circuitos lineales / Tema VII: Transformacion de Fourier

157

Series de Fourier

Algunas integrales (continuacion, J. W. Nilsson)

to+T,
| sen(kwgt)dt = 0 (Vk)

to

to+To
[ cos(kw,t)dt = 0 (Vk)

tL\
to+T,
J sen(mwyt)cos(nwyt)dt = 0 (Vm, n)
tL\
to+T, o(V
J sen(mogt)sen(nwyt)dt = (Vm =)
to TO /2 (m=n)
to+T,
| cos(mmgt)cos(nwyt)dt = ‘ 0(Vm =n)
to To /2 (m = n)
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Series de Fourier (ejemplo)
Se desea obtener la expresion temporal
de la tension de salida (vy(t))
(se supone que la representacion
de la izquierda se prolonga
indefinidamente hacia t= -0 y hacia t=ow).
V, =025V To=2ms C=1F
o 2 4 To/2 i 2n
A . . ‘Ak| =+1aj + by = ‘bk =— [ vg(tsen(kmyt)dt = jwy =1 =
La funcion tiene simetria impar T() 0 l T0
ya que f(t) = - f(-t),
con lo que el coeficiente a, es nulo, T, /2 1 .
al igual que todos los coeficientes ay. o WVm cos(@)] - % k impar
Tok| 27 To Jlo 0, k par
To
La fase solo esté‘defi.ni‘da para los _Valores de k ¢y = arctg bﬁk + LA, = n rad, k impar
para los que esta definido el coeficiente A,. ay
Se trata de un problema de superposicion . = 1 .
de senales sinusoidales. A cada una k impar = vg(t)= 3 ‘Ak‘cos(k(:)ot —p ) V=73 —cos(kt +—| V4
le corresponde un fasor k=1 kak 2
A, =A ij' = cos|t + ~ +lcos3'(+E +10035t+£+ \%
k = Aks-g, =_§ (k impar) 2 3 2 5 2
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La excitacién no es continua, ni sinusoidal pura, con lo que el problema no puede
ser resuelto aplicando directamente la teoria convencional de circuitos. Podria
recurrirse a la transformacién de Laplace, expresando la senal de entrada como una
determinada combinacion de funciones del tipo escaléon unitario, cada una de las
cuales esta desplazada con relacién a la precedente por un tiempo igual al periodo.

Dadas la periodicidad y la simetria de la excitacién resulta mas inmediato recurrir al
auxilio de las series de Fourier. Aplicando las expresiones presentadas en
diapositivas anteriores es posible obtener los coeficientes de la serie. Estos pueden
ser representados mediante un término general (A,), que puede ser tratado como un
fasor. A partir de aqui es posible utilizar lo expuesto al presentar el régimen
sinusoidal permanente, hasta obtener el fasor correspondiente a la salida.

A partir del fasor es inmediato deducir la expresion temporal correspondiente. A
continuacion es preciso aplicar el principio de superposicion, ya que el desarrollo en
serie ha transformado la sefal Unica que constituia la excitacion en una
combinacién lineal de senales sinusoidales. La senal de salida es la misma
combinacién lineal de las distintas senales individuales.
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Series de Fourier (ejemplo)

va(t) T Se desea obtener la expresion temporal
v = de la tension de salida (v(t))
o (se supone que la representacion
de la izquierda se prolonga
t indefinidamente hacia t= -0 y hacia t=ow).
_Vm

Vp=0251V  T,=2ns C=1F,R=1Q

Para cada componente de la excitacion,
representado por su fasor, el circuito
es un divisor de tension.

1 1
A Vo = ‘vok‘ =
Vo = dK0C _ 1 - K1+ k2
R+ 1 k* - jk

Qox =LV = arctg(i) + 7

Pasando del dominio fasorial » kgt » 1 1 )

al temporal y aplicando vo(t)= 3 Re{Ve"™"} = § ————=rcos|kt + arctg| ~ || V (k impar)
e kel kel ka1 + k2 k

el principio de superposicion
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médulos Series de Fourier (ejemplo)
1° | entrada
lentrada
entrada (original)
0.75 - \ X .
) entrada (serie de Fourier)
salida \ :
< . \Y -
.E ), \ i
0.8 ﬁ = ’I‘ G A Mﬂ l';\r n‘"ﬂ i ”.‘I
nd o8 * L ' ,: v 5
LE 7] ,-’/ s %
) 1 70 | A |
0.25 - > ] A | i
3 ] 0.4 - | i ' ' :’ 1
g% \ s | ' T |
l 1 l [ g £ H ! g | i ! i [
: o g 2 g i H i
5 10 1 k ! 0| L ; \ ;
= % g \ ! ' ! ’ !
. ' [ '
salida fases () = » k ! i ! i !
225| 1e w 9 K ' i i
entrada o i 5\ ! 5 { i1 !
ia) ’S \ o |
Y \
180 g @ | .
% 2 0.8 SPPPeT| \“»u al J M o
B~ I \ I 1 ! I
135 v . A . .
© .8 .4 0 0.4 t(s)
%0 Comparacion de senales de entrada
(original y reconstruida) y salida.
45
5 10 15 k
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La diapositiva muestra en forma grafica los resultados obtenidos en las dos

diapositivas anteriores.

Los modulos son los términos que multiplican a las

funciones coseno. Las fases son los términos no dependientes del tiempo que se
encuentran afectados por la funcién coseno. Los resultados de esta diapositiva
fueron obtenidos utilizando el programa de Matlab que se indica.

[tt%%% Diapositiva 160 $%%%%
clear all

n = 20;
k= 1:2:19;

Ak(k) = 1./k;

fik(k) = pi/2;

Vok(k) = 1./(k.*sqgrt(l + k.*k));
fok(k) = atan(l./k) + pi;

stem (X, Ak(k)); hold on;

stem (k-0.1, (180/pi)*fik(k)); hold on;
stem (k, Vok(k)); hold on;

stem (k, (180/pi)*fok(k)); hold on;

t = linspace (-10, 10,
vg = 0;
k=1;
while k<=n
vg = vg + Ak(k)*cos(k*t - fik(k));
k=X + 2;

10000);

end
plot (t, vg);
hold on;

t = linspace(-10, 10, 10000);

vo = 0;

k=1;

while k<=n
vo = vo + Vok(k)*cos(k*t + fok(k));
k=X + 2;

end

plot (t, vo);

clear all

Se denomina espectro a una representacion de
los valores de los modulos o de las fases de los
coeficientes de un desarrollo en serie de
Fourier en funcion del orden del armoénico al
que corresponde cada médulo o fase.

Como puede observarse, la sustitucion de la
entrada original por un desarrollo en serie de
Fourier en el que se han considerado el
fundamental y ocho armoénicos no supone un
error significativo.

Se sugiere que, a la vista de lo que se indica en
esta diapositiva, se repase el contenido del
epigrafe dedicado a la respuesta forzada en un
circuito RC en régimen transitorio (tema II,
diapositiva 44). Puede deducirse que la salida
no tiene tiempo de estabilizarse porque la
resistencia es tan grande que también lo es la
correspondiente constante de tiempo.
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Vo= 0251 Ty=2xs | U

Ejercicio de autoevaluacion

Se desea obtener los espectros de moédulos y fases, y la representacion grafica
del desarrollo en serie de Fourier de la funcién periédica mostrada en la figura.
A

b 180-
o
o3 50
ool | ] .
B I I R S B T TR Y
3 3
8 o1 LS
-
o
P .
os|
[ S
k &

Espectro de moédulos

P R nH o Td o w % 4 2 e 1 4 & & 1

Espectro de fases

desarrollo en serie
:
funcioén original

desarrollo en serie

tis)
Desarrollo en serie
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en diapositivas anteriores se tiene

f(t). Aplicando las expresiones mostradas

9 To/2 o [To/4 Ty /2 V.
ay=— [ f(t)dt=— f —Vpdt+ f Odt|=- -1 -_0.125x
To o To T0/4 2
To/2 To /4
ay = 4 I f(t)cos(kg—n t)dt -4 | -V cos[kQ—t dt + f Ocos(kg—ﬁt dt Y sen(gj =- Esen(ﬁ)
To o T To| o 0 Ty /4 0 2 k 2
b, =0
, k impar by
A =+ ak + bk ‘ak‘ ¢ = arctg] .
0 k par k
948 Dlaposieivalel san Las fases no nulas que aparecen para
clear a . .
T0 - 2%pi; Vm = 0.25%pi; ciertas componentes pares son simples
avg = - vm/2; resultados matematicos: los limites a
= 1 . .-
Skgg <L (2+vm./ (xrpi)) . *ain(krpi/2); sk = abs(akgg); bk = 0; los que tiende la funcién ¢, cuando el
Ag(k) = sqrt(akg.*akg + bkg.*bkg); fivg(k) = atan2(bkg, akgg); .
Batil e e, S e ARG numerador y el denominador de la
Boiion s ) o fraccion tienden a cero. Carecen de
el sentido fisico porque los médulos de las
ooy LG B gy Ty RO T atemath s B0t = a2t X5 componentes  correspondientes  son
stem(0, av0); hold on; stcm(k A0(X));
hold on; nulOS.
stem(k, (180/pi)*£i0(k));
hold on;
S e inapace |tinisiel, tfinal, pustosrr . |} Los valores de las fases para k=1, 5, 9,
Vg = avg; - . . .
L e etcétera reflejan el signo negativo de a,.
N sTd "I (K)FCOR (SERARKSR/RORRELVI () )4 Los valores de las fases para k=3, 7,
nd - .
§£§§ (ORI etcétera son directamente nulos, como
v0 = av0; se desprende de la expresiéon de g,.

x

hhxlc k<=n
V0 = VO + AO(k)*cos(k*t - £i0(k));
k=k+1;

end
plot (t, V0);

clear all;
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Ejercicio de autoevaluacion

En un elemento de un circuito la corriente y la tension estan dadas
por las expresiones que se indican a continuacion.
¢Cuanto vale la potencia media en dicho elemento?
¢De qué tipo de elemento se trata?
v(t)=Vy + kZmG cos(kt - ¢yy)
=1

1 .
V, k impar T rad, k impar
Vo=0V Vik = | k1 + k2 P = |2 P
0V, k par O rad, k par

i(t)=1Ip + X I cos(kt - qy)
i}

05, .. x _
I, =-0.125A Le- | & 2 k impar o= |2 rad, k impar
0 A k par Orad, k par
o 025y

k=1 k241 + k2

Se trata de una resistencia
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P=Vilp+ ¥ MCOS@PW - Q)= 2 O'—QSW
k-1 2 k-1 k241 + k2

Se trata de una resistencia ya que todas las componentes de la tension estan en fase
con las correspondientes componentes de la corriente.
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Transformacion de Fourier

@ Es el concepto de serie de Fourier llevado al limite.
T —>o = ®w—=0

@ Es decir, se aplica a funciones no periédicas en el dominio del tiempo.

@ La frecuencia varia de modo continuo en el dominio de la frecuencia.

Definicion // dominio del tiempo

Transformacion de Fourier : f(t)‘/ — F(w)= Fift) = }f(t)e“j“" dt

Transformacion inversa de Fourier : F (u)Jif(t) - f’l {Flo); = ZL TF((u)ejun do
T e

dominio de la frecuencia

Procedimientos de calculo

@ Calcular la integral.
@ A partir de la transformada de Laplace.

@ Utilizar propiedades matematicas de la transformacion de Fourier.

Calculo de la transformada inversa

@ Como en el caso de la transformacion de Laplace (expansion en fracciones simples)
sustituyendo s por w.
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Transformacion de Fourier (J. W. Nilsson)

funcion transformada
matematica de Fourier
impulso unitario d(t) 1
constante K 2nKo(m)
signo sgn(t) 3
jo
. 1
escalon u(t) d(w) + —
jo
exponencial de tiempo positivo e u(t) (a > 0) ! -
a+ jo
exponencial de tiempo negativo e™u(-t) (a > 0) 1 -
a-jo
. . e . -ajt 2a
exponencial de tiempo positivo y negativo e (a>0) 5 3
a“+w
exp onencial compleja eloot 21d(w - )
coseno cos(wt) ad(w + wg) + d(w - wy)]
seno sen(wgt) Jd(w + wg) = O(w - wg)]
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Transformacion de Fourier (J. W. Nilsson)

operacion transformada Ejemplo: obtener la convolucion en el dominio del tiempo
matematica de Fourier de las funciones sgn(t) y etu(t).
Kf(t) KF(w) De acuerdo con lo indicado en el tema V,
Sfi(t) SFi(w) ot _ famt
a lgebra‘ica a lgebrailca y(t) =€ *Sgn(t) - _{(e Sgn(t - T)d‘[
d f(t) .
a (jo)"F () De acuerdo con la tabla adjunta,
: Flo Y(0) = E(0)S()
[ f(x)dx ,( ) 1 - 2
- jo Blo)= Fle'uth = ——  So) = Fisgn(t - —
1 (o 1+ jo jo
f(at) (a > 0) —Fl—
a \a
- SOt R(a ; p
f(.t to) e F(w) Y(0) = E(0)S(w) = ————— 2 — = N) & + L
elotf(t) F(o - wg) jol+ jo) D) jo 1+ jo
ft)cos(wot)  F(@0 =)+ Flog +w) K, - [ _joN(@) |, K, -0+ J(UN?((I)]I s
2 lJ(v)(l + Jv))J 0 jo(l + jo) Jm=j
[ x(t)h(t - t)dt X(w)H(w) y(t) = j«—lj'l _ 2. l = sgn(t) - 2e™'uft)
= L - jo 1+ ij
f, (t)E5(t) 2 J F (0)F, (0 - w)dw
n
€°1(0) TR
dw
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En la ultima diapositiva del tema V se indic6é que en el dominio del tiempo la salida
de un sistema lineal es la entrada convolucionada con la respuesta al impulso
(funcion de ponderacion), pero no se explic6é como calcular la funcién de
convolucién. En consecuencia, en principio no podriamos obtener la funcion y(t), ya
que es la convolucion de dos funciones temporales.

El problema puede resolverse de forma indirecta pasando las funciones temporales
al dominio de la frecuencia, en el que, hablando en términos de transformadas de
Fourier, la funcién de convolucion es equivalente a un producto. Este producto da
origen a una funcién racional, que puede ser descompuesta en fracciones simples
utilizando las expresiones indicadas en el tema VI, relativo a la transformada de
Laplace.

Una vez obtenidas las fracciones simples, ya s6lo queda obtener las transformadas
inversas de Fourier, para lo cual se pueden utilizar las equivalencias mostradas en
esta diapositiva y en la anterior.
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Transformacion de Fourier (ejemplo)
() =A t
v (t) = Asgn(t) H(s) = Vols) R _ Hw) = {H)}o_j0 - 4
R=4Q A=5V L=1H Vg(s) R+sL ; 4+ jo
Vo (o) = Fihsgn(t) = AFisgn() = -
0000 o
Vo(®) = Ve (H(o) = —F0 N K Ky
jo(4+ jo) D) jo 4+ jo
K, =j'JmN((.f) | 10 K, - j(@ J(l))N((|))1 - 10
l]m(4+ J(|))Im=0 l jo4 + jo) J<u=_i4
volt) = }VIJI,*O - 710, =5sgn(t) - 10e™*"
l]m 4+ jo
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La excitacién no es continua, ni sinusoidal pura, con lo que el problema no puede
ser resuelto aplicando directamente la teoria convencional de circuitos. Podria
recurrirse a la transformacién de Laplace, expresando la senal de entrada como una
determinada combinacion de funciones del tipo escaléon unitario, cada una de las
cuales esta desplazada con relacion a la precedente por un determinado intervalo de

tiempo.

No pueden utilizarse las series de Fourier, ya que la funcion representativa de la
excitacion no es periodica. Si es posible, en cambio, recurrir a la transformacién de

Fourier. Como puede observarse, el proceso consta de los siguientes pasos:

1. Obtencion de la funcién de transferencia en términos de transformadas de

Laplace.

2. Particularizacion de la funcién de transferencia para s=jm.
3. Obtencién de la transformada de Fourier de la entrada.

4. Multiplicar las funciones halladas en 2 y 3 para determinar la transformada de
Fourier de la salida.

5. Descomponer la funcién obtenida en 4 en fracciones simples.

6. Hallar las transformadas inversas de Fourier de las fracciones simples calculadas

en 5.
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Transformacion de Fourier

Utilizacién de transformaciones de Laplace
para calcular transformadas de Fourier

s+a loasje
s+a)+op| (a+jo)y + 0}

funcion £ - 0(Vt<07)
de tiempo positivo f(t) (Vt > 0F)
FE W = LE W Ejemplo
£(t)= ™ cos(wet), (a > 0) () = [
funcién f=(t) = f(t) (vt < 0) £7(t) = e cos(-wot), (@ > 0) Fif (1)) ,{
de tiempo negativo 0 (Vt>0%)
FIEW) = L)) = LECD) f=c"" =@+ M@>0 = Fie)-

£7(t) (Yt < 07)
£(t) (Vt > 0*)

funcién no nula g t) =
en todo tiempo

f(t) = £(t) + £()
FU(t) = LI (O + LU= 5o

s+a a-jo
= ol + 02
Pewdf - jo? <o}

2a
b 4 -
s+a s+a 2
s=jo sejo O+ @
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Ejercicio de autoevaluacion

Obtener la transformada de Fourier de la funcion

f(t) = te@ (a > 0)

Flo) = 2(a2 - (02)

(@% +w?)
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f(t)=te™ (a >0)
LI () = LI = —— = L (1)
(s +a)
FAH) = LE (o + LE (D sjor =
1, 1 _2@% - )
2

C@-jo? @+jo? (a

+ 0)2)2
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Transformacion de Fourier

Propiedades matematicas

F(o)= [ f(tle " dt = A(®) - jB(o) = F()e")

%

Alw) = Tf(t)cos(mt)dt (par; A(w) = A(-m)) B(w) = }cf(t)sen(mt)dt (impar; B(w) = - B(-o))

'F((-)) = \“"A2(u)) + BQ((:)) (par; F((:))| = ‘F(—(u)) O(w) = arctg[%] (impar; [B(w)
(0]

=- |H(—(-)H)

F(-0)=F" ()
fpar = Foyreal o |A©)- 2}; f(t) cos(wt)dt
B(w)=0

A®)=0

f(t) impar = F(w) imaginaria < Blo) = 2} f(tysen(otidt
0
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La diapositiva indica que la transformada de Fourier de una funcién es, en general,
una funcién compleja, con parte real (que es par) y parte imaginaria (que es impar).
Si la transformada se expresa con la notacién de moédulo y fase, el primero es par,
mientras que la segunda es impar.

Si la funcion temporal es par (lo cual no significa que sea periédica), la transformada
es real, mientras que, si es impar, la transformada es imaginaria.
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Transformacion de Fourier (ejemplo)

@ 0 T/2
A() = [f(t)cos(wt)dt = [ -V, cos(wt)dt + | Vy cos(mt)dt:Msen(%)
- 0

-T/2 ®

* 0 T/2
B(w) = [f(t)jsen(ot)dt = [ -Visen(wt)dt + [ V,sen(wt)dt= Vi+ Vi 1- cos ﬂ)
—» -T/2 0 ® 2
oT
[ V4V, | T B( - cos( 2 )
‘F(u)) = \w‘Az(m) + B2(w) = Nt Vn |‘2 ~2cos| 2~ 6(w) = arctg] Blw) = ar
[0} \\ 2 A(w)

F(0) = A(®) - jB(w) = ‘F(w)|b0(m)

150

sedial

.

transformada de Founer imédulo]
—
transformada de Konvier (fasel
—_—

2 0 L S
o

a 1 10" 0 10

ticmpo freanencia angular tlog) frecuancia angular (log)
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Como puede observarse, el calculo de la transformada de Fourier a partir de la
determinacién previa de sus componentes real e imaginaria es mas sencillo que
aplicar la definicién de transformacion de Fourier que se presenté anteriormente.
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Transformacion de Fourier (ejemplo)

Representacion, mediante Matlab, de la funcion de transferencia
en funcion de la frecuencia angular

-1
. N(s) n;s” +n,s™ +--n  s+n
Sea la funcién H(s) = NE) _my 5 2 = n=l n
Dfs) dys? +d,s +--dy s +dy
0.4
3
2
Zon
fregs(n; n, ... ny 0y, [dy dy ... dgy dg], W) W e o’ oo e
frequencia jrad/s)
P —

fase (grados)

Ejemplo
0.5s " i i Tite - —
H(s) = ) R 1 10" ' 10"
s“+2s +2 frequencia (rad/s)

w = logspace(-2, 2, 1000);
fregs ([0.5 0], [1 2 2], w)
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Esta diapositiva muestra como obtener con Matlab la variaciéon de una funcion con
la frecuencia (en moédulo y fase). Puede utilizarse para representar transformadas de
Fourier a partir del conocimiento previo de la transformada de Laplace de la misma

funcion.
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